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Razvoj v industriji bele tehnike je dandanes naravnan v iskanje in uporabo ukrepov
za pocenitev izdelkov. Posledično se kovinske komponente zamenjujejo s plastičnimi,
ki so ceneǰse. Tovrstne sestavne dele je treba ponovno zasnovati in jih ovrednotiti s
stalǐsča statičnih in dinamičnih obremenitev, saj imajo polimerni materiali specifične
lastnosti. Zaradi sodobnih trendov v smeri zmanǰsevanja hrupnosti gospodinjskih apa-
ratov je pozornost treba nameniti tudi analizi vibroakustičnih lastnosti izdelka. V
magistrskem delu je predstavljena konstrukcijska zasnova polimerne različice pogonske
jermenice pralnega stroja. Najprej smo se seznanili z osnovami metode končnih ele-
mentov in metodo topološke optimizacije. Pregledali smo teoretične osnove zvočnega
valovanja, hrupa in načine zmanǰsevanja hrupnosti naprav. Sledilo je snovanje nove
polimerne izvedbe jermenice z numerično statično in dinamsko analizo. Na koncu smo















Nowadays, development trends in the home appliance industry are oriented towards
the measures to achive lower prices of the products. Consequently, metal components
are replaced by cheaper models made of plastic. Such components need to be re-
designed and evaluated from a static and dynamic point of view. Due to modern
trends in reducing the noise of household appliances, special attention should be paid
to the analysis of the product’s vibroacoustic properties. In this master’s thesis a
structural design of the drive pulley in a washing machine is presented. Firstly, the
basics of the finite element method and the topology optimization method is presented.
Furthermore, we presented the design of a new polymer version of the pulley, which
has been analysed numerically statically and dynamically. In the end, the new concept
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optimizacija oblike in c) topološka optimizacija. . . . . . . . . . . . 22
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b m širina zunanjega obroča (gnane) jermenice
c m/s hitrost zvoka
c Ns/m faktor (viskoznega) dušenja
d m premer jermenice
e / osnova naravnega logaritma
E N/mm2 = MPa modul elastičnosti (Youngov modul)
Eijkl / optimalni togostni tenzor
f 1/s=Hz frekvenca valovanja
F N sila
FG N sila prednapetja jermenice
Ftr N sila trenja na kontaktnih površinah med jermenom
in jermenico
FN N normalna sila na kontaktnih površinah med jerme-
nom in jermenico kot posledica prednapetja jermena
Ft N obodna sila na jermenici
F1, F2 N reakcijski sili v jermenu
i / imaginarna enota (i2 = −1)
I W/m2 zvočna intenzivnost
J kg·m2 masni vztrajnostni moment jermenice
k / konstanta oblike šobe (aerodinamični viri hrupa)
k N/m togost oz. karakteristika vzmeti
L m karakteristična dimenzija motilnega elementa
m kg masa
M Nm moment
Mt Nm vrtilni moment jermenice
Ma / Machovo število
n / število elementov, delov nečesa
n obr/min vrtilna hitrost
p Pa tlak
pij Pa napetostni tenzor strižnih napetosti
p1 Pa tlak pred strojem
p2 Pa tlak za strojem
r m polmer jermenice
R / množica realnih števil
Rn / n dimenzionalni vektorski prostor realnih števil
Rp0,2 MPa meja plastičnosti, napetost tečenja pri ε = 0,2 %
Re MPa meja tečenja
Rm MPa natezna trdnost
xix
s m pomik delcev
S m2 površina
t s čas
t m debelina zunanjega obroča jermenice
T K temperatura
T = 1/f s perioda, čas enega nihaja
Tij / Lighthillov napetostni tenzor
u , u m/s, m hitrost delcev, pomik
U J energija deformacij
v , v m/s, m hitrost, pomik
V m3 volumen
W W zvočna moč
x, y, z m koordinate kartezijevega koordinatnega sistema





α = ϕ̈ 1/s2 kotni pospešek
α(ω) m/N podajnost oz. receptanca
β ◦ objemni kot jermena in pogonske jermenice
βG
◦ objemni kot jermena in gnane jermenice
δ / razmernik dušenja
ε / specifična deformacija
εij / linearizirana deformacija
ψ / lastni vektor




∇2 / Laplaceov operator
µ / koeficient trenja
ν / Poissonovo število
ω 1/s krožna frekvenca













MKE metoda končnih elementov
SDOF ena prostostna stopnja (ang. single degree of freedom)
MDOF več prostostnih stopenj (ang. multi degree of freedom)
FRF frekvenčno prenosna funkcija (ang. frequency response function)
SIMP ang. Solid Isotropic Material with Penalization





Jermenica predstavlja sestavni del pogona v pralnem stroju. Do nedavnega so bile
jermenice izdelane iz kovinskih zlitin, dandanes pa se zaradi zmanǰsevanja stroškov
izdelave vse pogosteje pojavljajo polimerne jermenice. Na podlagi obstoječe kovinske
različice bomo prikazali postopek zasnove jermenice iz polimernega materiala. Pri
načrtovanju jermenice bo treba zagotoviti ustrezne trdnostne lastnosti, hkrati pa bomo
skušali tudi zmanǰsati hrup pri obratovanju.
1
1 Uvod
1.2 Cilji magistrskega dela
V magistrskem delu bo predstavljeno konstruiranje jermenice iz polimernega materiala,
pri čemer bomo obliko določili na osnovi topološke optimizacije. V prvem delu bomo
predstavili osnove teorije zvočnega valovanja in teoretično ozadje topološke optimiza-
cije. V nadaljevanju se bomo osredotočili na analizo hrupa, ki ga jermenica oddaja pri
obratovanju. Predvidevamo, da bo glavni vir hrupa aerodinamičnega izvora.
Z uporabo numeričnih metod bomo modelirali pretok zraka ob vrtenju vetrnice in
poskušali poiskati povezavo med tokovnimi razmerami in nastalim hrupom. Pri ana-
lizi bomo določili tudi obremenitve, ki med obratovanjem delujejo na jermenico. Pri
oblikovanju jermenice bomo posebno pozornost namenili masnim, trdnostnim in aku-
stičnim lastnostim, pri čemer se bomo oprli na topološko optimizacijo, ki predstavlja
matematično metodo za določevanje optimalne strukture obravnavanega modela. Po





Zvok ali zvočno valovanje je pojav, ki nastane v slǐsnem območju frekvenc zaradi me-
hanskega nihanja materialnih delcev v nekem mediju (plinu, tekočini, togem telesu) z
masnimi in togostnimi lastnostmi [1]. Definira ga frekvenca, valovna dolžina in hitrost
širjenja zvoka. Nihanje materialnih delcev se kaže v nihanju tlaka okoli ravnovesne
lege. Amplituda zvočnega tlaka v primeru govora znaša 0,1 Pa, pri čemer ravnovesno
vrednost predstavlja atmosferski tlak (100 kPa). Vsako zvočno valovanje nosi določeno
informacijo. Če je razumljiva, koristna, prijetna, jo imenujemo signal oz. melodija, v
nasprotnem primeru pa jo imenujemo hrup ali šum.
2.1.1 Hrup
Hrup je nezaželena oblika zvoka, ki ni odvisna od jakosti in frekvence. Definicija
hrupa je subjektivna, saj ga poslušalec določi glede na svoje trenutno razpoloženje,
utrujenost, spol, starost, čas, kraj itd. Prekomerni hrup povzroča [2] poškodbo sluha,
utrujenost, vpliva na koncentracijo pri delu itd. Dalǰsa izpostavljenost hrupu nad 80
do 90 dB navadno povzroča poškodbo ali celo izgubo sluha, zato je v takih primerih
treba poskrbeti za zmanǰsanje hrupa ali primerno protihrupno zaščito.
2.1.2 Osnovne značilnosti zvočnega valovanja
Frekvenca zvočnega valovanja
Osnovni ton nekega zvočnega valovanja je določen s številom tlačnih sprememb na
sekundo [1], kar imenujemo frekvenca f z enoto s−1 oz. Hz.
Valovna dolžina
Valovna dolžina λ zvočnega valovanja je razdalja med dvema zaporednima zgoščinama.
Odvisna je od medija in vira valovanja, izračunamo pa jo kot razmerje med hitrostjo c
3
2 Teoretične osnove




= c · T. (2.1)
Perioda T je čas enega cikla oz. enega nihaja.
Hitrost zvoka
Zvok se od izvora širi s hitrostjo c:
c = λ · f. (2.2)
Hitrost zvoka je določena za dani medij, v katerem se valovanje širi.
2.1.3 Zvočni tlak
Zvočni tlak je skalarna veličina, ki ponazarja spremembo oz. motnjo v statičnem tlaku,
ki jo povzroči zvočni val. Valovna enačba podaja odvisnost zvočnega tlaka od krajevnih
in časovnih koordinat. Izpeljemo jo na podlagi zakona o ohranitvi mase, zakona o
ohranitvi gibalne količine oz. Eulerjeve enačbe in iz termodinamičnih principov v
akustiki. Predpostaviti je treba, da je masa elementa fluida, na katerega deluje motnja,
konstantna, da je longitudinalna sila v ravnotežju z vztrajnostjo fluida v opazovanem
elementu, da je proces v elementu adiabaten (ni prehoda toplote v element in iz njega)






















Enačbi (2.3) in (2.4) predstavljata akustični valovni enačbi (enačbi gibanja) in popisu-
jeta spremembo zvočnega tlaka p s časom t in krajem, pomnoženo s kvadratom zvočne
hitrosti c. Če p v enačbah (2.3) in (2.4) nadomestimo s pomikom delcev s, hitrostjo
delcev u , spremembo gostote ρ ali spremembo temperature T , dobimo identične va-
lovne enačbe. Najpogosteje uporabljamo različico iz enačbe (2.3), saj je p najlažje
izmeriti. Zvočni tlak merimo z mikrofonom. Enačbo največkrat rešujemo numerično,
analitična rešitev enodimenzionalne enačbe za zvok v zraku je:
p(x, t) = f1(x− ct) + f2(x+ ct). (2.6)
Funkciji f1 in f2 sta poljubni funkciji. Izraz f1(x − ct) v enačbi (2.6) predstavlja
valovanje s hitrostjo c v pozitivni smeri koordinate x, izraz f2(x+ ct) pa valovanje, ki




Hitrost delcev u je hitrost gibanja molekul zraka oz. medija vzdolž linije, vzporedno s
smerjo širjenja zvoka. Njeno povezavo z zvočnim tlakom dobimo iz zakona o ohranitvi
gibalne količine ali Eulerjeve enačbe:
∇p = −ρa . (2.7)
Glede na vrsto valovanja (ravno, sferično, kompleksno, stojno) lahko izpeljemo enačbo
za izračun hitrosti delcev u . Za ravno valovanje lahko izrazimo ∇p = ∂p
∂x
in pospešek









Zvočna intenzivnost je zvočna energija, ki v enoti časa prehaja skozi enoto površine
in jo dobimo kot produkt zvočnega tlaka in hitrosti delcev [1]. Če meritve izvajamo
v bližini zvočnega vira ali reflektirajoče stene, sta zvočni tlak p in hitrost delcev u
lahko izven faze. V drugih območjih, kjer se zvočna valovanja širijo neposredno od
zvočnega vira (npr. prosto zvočno valovanje), lahko predvidevamo, da sta u in p v
fazi. Povprečna zvočna intenzivnost I v smeri širjenja valovanja je v tem primeru
enaka časovnemu povprečju produkta zvočnega tlaka in hitrosti delcev, merjenih v
smeri širjenja valovanja:
I = pu. (2.9)
Črta nad produktom pomeni časovno povprečenje.
Za različne vrste valovanja (ravno, krogelno, stojno) lahko iz enačbe (2.9) izpeljemo
enačbo za zvočno intenzivnost določenega valovanja.
2.1.6 Zvočna moč
Zvočna moč je merilo zvočne energije, ki jo seva zvočni vir. Pri danih obratovalnih
pogojih je zvočna moč konstantna. Zvočni valovi prodirajo skozi medij, ki obdaja
zvočni vir, in v vse smeri prenašajo zvočno energijo. Celotna sevana moč na enoto
površine ali intenzivnost se z razdaljo od vira zmanǰsuje, saj se površina povečuje. V
idealiziranem mediju z ničnimi izgubami in brez ovir je celotna sevana moč enakomerno
razporejena po površini okrog vira.
Na sliki 2.1 je prikazan neusmerjen zvočni vir, postavljen v sredino krogelne površine.
Zanj velja, da je celotna zvočna moč W enaka produktu intenzivnosti I (na določeni
razdalji r) in površini S, ki obdaja vir:
W = I · S. (2.10)
5
2 Teoretične osnove
Slika 2.1: Neusmerjeni zvočni vir [1].
V primeru, da je zvočni vir usmerjen, se intenzivnost po površini spreminja. Celotno





IS v enačbi (2.11) predstavlja zvočno intenzivnost na diferencialu površine dS, S
pa hipotetično računsko površino okrog zvočnega vira. V praksi pogosteje upora-
bljamo enačbo (2.12), kjer zvočno moč določimo iz vsote produktov intenzivnosti na




(Ii · Si). (2.12)
Ii v enačbi (2.12) predstavlja povprečno zvočno intenzivnost na i-tem segmentu površine,
Si površino i-tega segmenta, n pa število segmentov na merilni površini.
2.1.7 Elementarni viri hrupa
Hrup sestoji iz enega ali več elementarnih virov hrupa. Udarec s kladivom je en elemen-
tarni vir hrupa, medtem ko je zvok motorja vsota mnogih elementarnih virov hrupa.
Glede na mesto ali način nastanka delimo vire hrupa na aerodinamični hrup, ki na-
stane v zraku, in strukturalni hrup, ki nastane zaradi nihanja struktur. Poznamo še
hidrodinamični hrup, ki nastane v kapljevinah.
Aerodinamični hrup
Aerodinamični hrup nastane zaradi pulzacije tlaka v sistemu, prevelike hitrosti toka,
turbulence toka, interakcije toka s stacionarnimi ovirami ali ekspanzije plina [3].
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Slika 2.2: Aerodinamični viri hrupa in njihove dimenzijske lastnosti [1].
V splošnem aerodinamični hrup nastaja v obliki monopola, dipola in kvadropola, ki so
osnovni tipi virov hrupa in so prikazani na sliki 2.2.
Aerodinamični monopol nastane, če pri nestacionarnih pogojih v tok fluida dovajamo
maso ali toploto. Monopolni vir je kot pulzirajoča krogla, slika sevanja je sferična.







pri čemer kmon predstavlja konstanto oblike šobe, ρ gostoto plina, L karakteristično
dimenzijo motilnega elementa, u hitrost toka in c hitrost zvoka v plinu. Razmerje u in





Tipični monopolni viri nastanejo pri:
– iztekanju zraka z veliko hitrostjo skozi šobo oz. v pulzirajočem curku;
– batnih črpalkah in batnih kompresorjih;
– rotirajočih puhalih in kompresorjih;
– sirenah, kjer se stacionarni zvok zraka periodično moti z gibanjem lopatice;
– propelerjih z ničtim nagibom lopatic, kjer lopatica periodično odriva zrak.
Aerodinamični dipol dobimo pri delovanju zunanjih, časovno spremenljivih sil na fluid
brez spremembe prostornine. Na primer pri:
– interakciji toka plina s togo površino (nastajanje nestacionarnih sil);
– turbostrojih (turbulentni tok je v interakciji s statorskimi in rotorskimi lopaticami);
7
2 Teoretične osnove
– propelerjih z ustreznim naklonskim kotom lopatic;
– brnenju žic;
– iztekanju toka plina skozi mreže in ventile;
– vibrirajočih togih delih stroja;
– rotaciji neuravnoteženih delov stroja itd.
Oscilirajoče sile pri dipolu (slika 2.2) so analogne dvema monopoloma, če je razdalja








Konstanta kdi v enačbi (2.15) predstavlja konstanto oblike šobe in je različna od kmon.
Opazimo, da se sevanje dipola od monopola razlikuje za faktor Ma2. Pri podzvočnih
hitrostih (Ma < 1) je učinkovitost sevanja zvočne moči pri dipolu manǰsa kot pri mo-
nopolu. Na ravnini, pravokotni na os dipola, se prispevka iz pozitivnega in negativnega
dipolnega vira izničita (slika 2.2). Dipol torej seva v obliki osmice, najmočneje v smeri
osi dipola, pravokotno na os pa sevanja ni.
Aerodinamični kvadropol nastane iz parov dipolov, ki sevata v protifazi (180◦): kot
rezultat viskoznih napetosti znotraj turbulentnega toka plina (ko ni motenj), pri pro-
stem iztekanju plina iz npr. varnostnega ventila, pri iztekanju komprimiranega zraka
skozi šobe in cevne priključke ipd.
Kvadropol lahko torej ponazorimo s časovnim spreminjanjem deformacij telesa, pri
čemer se njegov volumen in lega ne spreminjata. Ker motilnih sil v toku ni, se rezulti-
rajoče sile lahko pojavijo le iz dveh nasprotnih dipolov. Kvadropol je prevladujoč vir
hrupa pri zelo hitrih, podzvočnih, turbulentnih zračnih curkih z Ma > 0, 8. Njegova
moč je velika v območju, kjer je turbulenca velika, npr. pri visoko turbulentni mešalni







Konstanta oblike šobe oz. konstanta proporcionalnosti je v enačbi (2.16) označena s
kkvad. Sevanje kvadropola se od sevanja dipola razlikuje za faktor Ma
2. Pri podzvočnih
hitrostih (Ma < 1) je učinek kvadropolnega sevanja manǰsi od dipolnega zaradi na-
stanka dvojnega učinka zmanǰsanja tlaka v vodoravni in navpični osi kvadropola, kar
je prikazano na sliki 2.2.
Učinek sevanja monopola, dipola in kvadropola se pri podzvočnih hitrostih tokov
zmanǰsuje, izsevana moč pa ravno obratno. Celotna izsevana moč se spreminja z u4, u6
in u8 ali z Ma, Ma2 in Ma5, kar je razvidno iz enačb (2.13), (2.15) in (2.16). Izsevana
moč kvadropola je pri velikih hitrostih toka večja kakor iz dipola in monopola, kar pa je
v nasprotju z že ugotovljenim. Pri podzvočnih hitrostih toka, do 150m/s, prevladuje
dipolni vir hrupa, pri vǐsjih podzvočnih hitrostih pa kvadropolni.
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Konstanta k v enačbah (2.13), (2.15) in (2.16) ima različne vrednosti, odvisno od pro-
cesa nastajanja zvoka. Karakteristična dimenzija L je različna glede na tok fluida, ki ga
opazujemo – premer cevovoda za tok v cevi, premer rotorja pri pretočnih turbostrojih,
najmanǰsa dimenzija motnje v toku, premer vstopne ali izstopne šobe ipd. Iz enačb
(2.13), (2.15) in (2.16) je razvidno tudi, da različni parametri zvočnega vira vplivajo z
različno intenzivnostjo. Od tod lahko sklepamo, kateri parameter ima največji učinek
na zmanǰsanje izsevane zvočne moči.
2.1.8 Zmanǰsevanje hrupa
Hrup poskušamo znižati na najnižjo mogočo raven, saj v splošnem ni zaželjen. Kot
smo omenili, najnižja sprejemljiva raven hrupa ni absolutna tǐsina, ampak je odvisna od
našega razpoloženja in drugih subjektivnih dejavnikov. Najvǐsje dopustne ravni hrupa
se razlikujejo glede na čas in kraj, kjer se nahajamo (podnevi, ponoči; industrijsko
okolje, bivalno okolje).
Za zmanǰsevanje prekomernega hrupa zvočnega vira poznamo inženirske in alternativne
metode. Namen inženirskih metod je zmanǰsati zvočno moč vira. To lahko dosežemo
z optimizacijo geometrijske oblike vira, obratovalnih razmer ter uporabo aktivnega in
pasivnega dušenja hrupa. Hrup lahko zmanǰsamo na mestu vira (direktna, primarna,
aktivna metoda), na poti širjenja in na mestu sprejema (indirektna, sekundarna, pa-
sivna metoda). Najbolǰsa in navadno najzahtevneǰsa je aktivna metoda.
Alternativne metode temeljijo na podlagi spremembe človekovega zaznavanja. Z bar-
vami, poslikavami, arhitekturnimi elementi itd. poskušamo zmanǰsati občutljivost za
dojemanje hrupa. Tako zmanǰsamo neželene učinke hrupa, ko jakosti ne moremo.
Izhodǐsče za zmanǰsevanje hrupa so njegove karakteristike: zvočna moč, slika sevanja
in zvočni spekter. Potem se lahko odločimo, katero metodo za zmanǰsevanje hrupa
bomo uporabili.
Zmanǰsevanje hrupa na mestu vira
Prva izmed možnosti je gotovo metoda zmanǰsevanja hrupa na mestu vira. Spreme-
niti je treba mehanizem nastajanja hrupa (aerodinamični oz. hidravlični, mehanski,
strukturalni, elektromagnetni).
Najpogosteǰsi in najintenzivneǰsi so aerodinamični. V tem primeru je treba zmanǰsati
tlačne motnje in odpravljati motnje v toku. To storimo s spremembo geometrije in
spremembo obratovalnih razmer. Navadno spreminjamo tisto, kar najbolj vpliva na
hrupnost opazovanega stroja: vrtilno hitrost rotorja, velikost (premer) rotorja, obliko
lopatic, število lopatic, vodilne lopatice, material, ovire v toku, hitrost toka itd.
2.1.9 Lighthillova akustična analogija in zvočni hrup pri
turbulenci
Turbulentno gibanje zraka vodi do zvočnega sevanja, v splošnem hrupa. Lighthillova
akustična analogija popisuje izsevani zvok pri turbulenci [4]. V prostoru, kjer imamo
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izvore zvočnega polja, valovna enačba vsebuje tudi člene, ki te izvore predstavljajo.
Pri izpeljavi Lighthillove akustične analogije se bo izkazalo, da lahko osnovne enačbe
hidromehanike zapǐsemo v obliki valovne enačbe s tenzorskimi izvori. Rešitev teh enačb
v območju daleč stran od izvorov lahko zapǐsemo v obliki zvočnega polja.
Izhodǐsče predstavljajo osnovne enačbe hidrodinamike, v obliki, podobni valovni enačbi
s kvadropolnimi izviri. Prva je Navier-Stokesova enačba za komponente Eulerjeve

















V enačbi (2.17) je p tlak tekočine, pij pa napetostni tenzor strižnih napetosti. Člen
D
Dt
predstavlja substancialni odvod hitrosti in nam pove, kako se hitrost spreminja s časom,
če se pri opazovanju gibljemo skupaj s tekočino. V primeru neviskozne tekočine –



































Iz osnovnih enačb hidrodinamike (Navier-Stokesova enačba in kontinuitetna enačba)
lahko izpeljemo nehomogeno valovno enačbo s kvadropolnimi izvori. Lighthillova enačba
predstavlja torej zgolj drugačen zapis Navier-Stokesove enačbe. Kvadropolni izvori po-
menijo, da je gibanje tekočine zelo šibek akustični izvor in se le majhen del energije
gibanja tekočine pretvori v zvočno valovanje. V splošnem je Lighthillova enačba težko




2.2 Metoda končnih elementov
Metoda končnih elementov (okraǰsano MKE) je numerična, aproksimativna metoda
reševanja diferencialnih enačb [5]. Tipično se MKE uporablja pri problemih [6] struk-
turne analize, prenosa toplote, toka fluidov, elektromagnetnega potenciala itd. Upo-
rabna je tedaj, ko točne rešitve diferencialne enačbe problema ni mogoče določiti.
Zasnovana je na integralski formulaciji problema [5], izhodǐsče je šibka oblika integral-
ske enačbe. Območje obravnave razdelimo na podobmočja, ki jih imenujemo končni
elementi. Točnost rešitve praviloma povečamo z goščenjem mreže končnih elemen-
tov. V območju končnega elementa aproksimiramo neznane veličine. Enačbe končnih
elementov so aproksimacija kompleksnih parcialnih diferencialnih enačb. Pri stacio-
narnem problemu so to algebrajske enačbe, pri nestacionarnem problemu pa navadne
diferencialne enačbe.
Za reševanje problema z MKE [7] moramo najprej opredeliti geometrijski model in ga
ustrezno poenostaviti. Detajle, ki lahko vplivajo na rezultat, odstranimo iz geometrij-
skega modela (npr. zaokrožitve na cevi), kakor je prikazano na sliki 2.3.
Slika 2.3: Geometrijski model cevi: a) osnovni model, b) poenostavljeni model.
Sledi izbira tipa končnega elementa. Diskretizacijo izvedemo z mreženjem modela.
Kot smo že omenili, lahko mrežo zgostimo na območjih, kjer potrebujemo natančneǰso
rešitev in obratno. Primer modelov z različno gostoto mreže je prikazan na sliki 2.4.
Slika 2.4: Mreženje struktur: a) redka mreža, b) gosta mreža.
Naslednje, kar moramo opredeliti, so fizikalne lastnosti materiala. Glede na vrsto
problema izberemo potrebne materialne lastnosti. Prvotno je bila MKE namenjena
reševanju mehanskih problemov, vendar pa se je nato razširila tudi na druga inženirska
področja, npr. prevod toplote, tok fluida, elektromagnetno polje itd.
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Za izbrane končne elemente moramo določiti geometrijske lastnosti, npr. velikost,
število vozlǐsč, debelino (2D), geometrijske lastnosti prereza (1D). Na sliki 2.5 je prikaz
določitve geometrijskih lastnosti prereza. Kvadratno cev bi lahko modelirali z enodi-
menzijskimi končnimi elementi. V tem primeru je naš geometrijski model ravna črta,
vendar pa moramo podati geometrijske lastnosti prereza.
Slika 2.5: Geometrijske lastnosti prereza.
Pomemben korak pri reševanju problema z MKE je postavitev sistema enačb, ki po-
pisujejo obravnavani problem. Izhodǐsče predstavlja diferencialna enačba problema,
iz katere izpeljemo šibko obliko. Primarno spremenljivko največkrat aproksimiramo s
polinomi in izpeljemo oblikovne funkcije zanjo. Zapǐsemo enačbe končnih elementov,
jih razširimo na vse prostostne stopnje in seštejemo ter tako dobimo sistem enačb, v
katerega vključimo tudi robne, začetne in obremenitvene pogoje.
Končni sistem enačb lahko rešimo z različnimi numeričnimi metodami. Na koncu po-
skrbimo za ustrezen prikaz in interpretacijo rezultatov. Primer grafičnega prikaza de-
formacije nosilca je na sliki 2.6. Na levi strani je konzolno vpet, na desni pa obremenjen
s silo.
Slika 2.6: Poves konzolno vpetega nosilca.
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2.3 Osnove modalne analize
Vibracije oz. dinamično gibanje velikokrat povezujemo z nezaželjenimi pojavi, kot so
hrup, obraba, neudobje ali celo porušitev. Modalna analiza je eno izmed orodij, ki nam
pomagajo pri razumevanju dinamskih karakteristik struktur in obratovalnih pogojev,
pri snovanju optimalnih dinamično obremenjenih struktur ter reševanju dinamičnih
problemov že obstoječih struktur [8] in [9].
V modalni analizi ločimo dva pristopa:
– teoretični pristop;
– eksperimentalni pristop [9].
Pri teoretičnem pristopu, ki je prikazan na sliki 2.7, popǐsemo strukturo najprej s
“prostorskim modelom”(masna matrika [M], togostna matrika [K], matrika viskoznega
dušenja [C] in matrika histereznega dušenja [D]). Sledi “modalni model”, kjer ǐsčemo
lastne frekvence in lastne vektorje strukture. Zadnja faza, “odzivni model”, nam pove,
kako se bo struktura obnašala pod določenimi vzbujevalnimi pogoji. Odzivni model je
definiran s frekvenčnimi prenosnimi funkcijami (FRF). Pri eksperimentalnem pristopu
je pot ravno obratna.
Slika 2.7: Teoretični in eksperimentalni pristop pri modalni analizi.
2.3.1 Nihanja sistemov z eno prostostno stopnjo
Sistem z eno prostostno stopnjo (ang. single degree of freedom oz. SDOF-sistem) je
shematsko prikazan na sliki 2.8. Prostorski model je sestavljen iz mase m, vzmeti s
togostjo k in dušilke s koeficientom viskoznega dušenja c [8]. Spreminjanje pomika v
odvisnosti od časa nam ponazarja spremenljivka x(t).
Slika 2.8: Shematski prikaz sistema z eno prostostno stopnjo.
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Na sliki 2.8 ni zunanjega vzbujanja (sile), zato obravnavamo lastno nihanje strukture.
V nasprotnem primeru gre za vsiljeno nihanje.
Lastna nihanja nedušenega sistema
Prostorski model pri nedušenem sistemu je sestavljen iz mase in vzmeti [9]. Zunanjega
vzbujanja ni. Vodilno enačbo sistema tako zapǐsemo v obliki:
mẍ+ kx = 0. (2.21)
Enačba ima splošno rešitev:
x(t) = X · eiωt. (2.22)
V enačbi (2.22) i predstavlja imaginarno število.
Iz splošne rešitve pridemo do modalnega modela – lastne frekvence:






Lastna nihanja (viskozno) dušenega sistema
Če sistemu mase in vzmeti dodamo še viskozno dušilko s faktorjem dušenja c in vzbu-
jevalne sile niso prisotne, govorimo o lastnem nihanju viskozno dušenega sistema [9].
Gibalna enačba takega sistema ima obliko:
mẍ+ cẋ+ kx = 0. (2.25)
Tokrat za splošno rešitev privzamemo nastavek:
x(t) = X · est, (2.26)
kjer je s kompleksno število. Da rešitev obstaja, mora veljati:












Da sistem niha, mora biti dušenje podkritično. Faktor kritičnega dušenja je ckr =
2
√









Vsiljena nihanja nedušenega sistema
Pri vsiljenih nihanjih so prisotne zunanje sile na sistemu [9]. Za nedušen sistem je
gibalna enačba naslednja:
mẍ+ kx = f(t). (2.30)
Predpostavimo vzbujanje v obliki:
f(t) = F eiωt. (2.31)
Predvidevamo, da bo oblika rešitve:
x(t) = Xeiωt. (2.32)
Gibalna enačba ima sedaj obliko:
(k −mω2)Xeiωt = F eiωt. (2.33)








Obliko FRF v enačbi (2.34), kjer je odzivni parameter pomik, imenujemo podajnost
oz. receptanca. Pri nedušenem sistemu je to realno število.
Vsiljena nihanja (viskozno) dušenega sistema
Izhajamo iz gibalne enačbe (2.25) [9], pri čemer člen na desni strani popisuje vzbujanje:
mẍ+ cẋ+ kx = f(t). (2.35)
Predpostavimo harmonsko vzbujanje:
f(t) = F eiωt. (2.36)
Kot pri nedušenem sistemu tudi tu predpostavimo odziv v obliki:
x(t) = Xeiωt; (2.37)
X je kompleksno število: X = X · eiϑ.
Sledi gibalna enačba:(
(−mω2 + k) + iωc
)
X · eiωt = F · eiωt. (2.38)
Receptanco lahko v tem primeru zapǐsemo kot:
α(ω) =
1
(k −mω2) + iωc
. (2.39)
Receptanca (enačba (2.39)) ima kompleksno obliko. Vključuje tako informacije o am-









2.3.2 Oblike frekvenčno prenosnih funkcij
Poznamo različne oblike FRF [8]. Omenili smo že receptanco oz. podajnost, ki je














Enako kot pomik in hitrost lahko kot odzivni signal uporabimo pospešek. Dobimo še




= −ω2 · α(ω). (2.43)
Podajnost, pomičnost in pospešenost predstavljajo glavne oblike FRF. So pa še druge




= (k −mω2) + iωc. (2.44)








2.3.3 Nihanja sistemov z več prostostnimi stopnjami
Sistemi z več prostostnimi stopnjami (ang. multi degree of freedom oz. MDOF) imajo
dva ali več prostostnih stopenj. Parametre m, k in c zamenjajo matrike in vektorji s
podatki o masah, togostih in dušenju [9].
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Lastna nihanja nedušenega sistema
Za lastno nihanje nedušenega sistema z N prostostnimi stopnjami zapǐsemo gibalno
enačbo v matrični obliki:
[M ]{ẍ(t)}+ [K]{x(t)} = {0}, (2.45)
kjer je [M ] masna matrika in [K] togostna matrika dimenzij NxN [9].
Predpostavimo nastavek v obliki:
{x(t)} = {X}eiωt, (2.46)
kjer je {X} vektor z N amplitudami. Z dvokratnim odvajanjem dobimo pospešek
sistema: {ẍ(t)} = −ω2{X}eiωt.
Nastavek (2.46) vstavimo v enačbo (2.45) in dobimo:(
[K]− ω2[M ]
)
· {X}eiωt = {0}. (2.47)
Netrivialne rešitve enačbe (2.47) razberemo na osnovi pogoja:
|[K]− ω2[M ]| = 0 oz. a2Nω2N + a2N−2ω2N−2 + ...a0 = 0. (2.48)
Z |...| je v tem primeru označena determinanta matrike.











lastne frekvence nedušenega sistema.
Če katerokoli lastno frekvenco ω0r vstavimo v enačbo (2.47), dobimo r-ti lastni vektor
{ψr}. Če lastne vektorje urejeno zapǐsemo v matriko, dobimo matriko lastnih vektorjev
oz. modalno matriko [ψ]:
[ψ] = [{ψ1}, {ψ2}, ...{ψr}, ...{ψN}]. (2.49)
Lastna nihanja dušenega sistema
Model viskoznega in model strukturnega dušenja se največ uporabljata za popis dušenja
pri modalni analizi sistemov MDOF [9].
Proporcionalno (Rayleighevo) viskozno dušenje
Model proporcionalnega dušenja predstavlja enega izmed načinov za popis dušenja [9].
Izhajamo iz gibalne enačbe (2.45) in dodamo še viskozno dušenje:
[M ]{ẍ}+ [C]{ẋ}+ [K]{x} = {0}. (2.50)
Odziv x (t) zapǐsemo z vektorjem glavnih (modalnih) koordinat q(t) in masno normi-
rano masno matriko [Φ]:
{x(t)} = [Φ]{q(t)}. (2.51)
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Vstavimo x(t) v gibalno enačbo (2.50) in jo z leve pomnožimo z [Φ]T:
[Φ]T[M ][Φ]{q̈(t)}+ [Φ]T[C][Φ]{q̇(t)}+ [Φ]T[K][Φ]{q(t)} = {0}. (2.52)
Sledi:
[Φ]T[M ][Φ] = [I], (2.53)










{q(t)} = {0}. (2.56)
[ζ] je poljubna nediagonalna matrika velikosti NxN .
Če je viskozna matrika dušenja [C] proporcionalna masni in togostni matriki [9], lahko
zapǐsemo:
[C] = ε[K] + ν[M ]. (2.57)
Spremenljivki ε in ν sta konstanti.
V dobljeno enačbo vstavimo matriko viskoznega dušenja:




{q(t)} = {0}, (2.58)
{q̈(t)}+
[






{q(t)} = {0}. (2.59)
Če primerjamo enačbo (2.59) s sistemom SDOF [9], lahko zapǐsemo naslednje:
ν + ε · ω2r = 2δrωr. (2.60)
δr predstavlja razmernik dušenja za r-to lastno obliko.
Enačbo (2.60) vstavimo v enačbo (2.59) in dobimo:
{q̈(t)}+
[↖2δrωr↘] {q̇(t)}+ [↖ω2r↘] {q(t)} = {0}. (2.61)
Vzemimo r-to vrstico iz enačbe (2.61):
q̈r(t) + 2δrωrq̇r(t) + ω
2
rqr(t) = 0. (2.62)
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Dobljena enačba (2.62) je identična tisti, ki jo dobimo pri viskozno dušenem sistemu
z eno prostostno stopnjo. Sistem enačb v primeru Rayleighovega dušenja je nevezan
sistem diferencialnih enačb. Dobimo lastne frekvence v obliki:
ωrd = ωr
√











Lastni vektorji so enaki lastnim vektorjem pri nedušenem sistemu:
[Ψd] = [Ψned]. (2.65)
Splošni (neproporcionalni) model viskoznega dušenja
Velikokrat dušenje ni proporcionalno in matrika
[↖2δrωr↘] iz enačbe (2.61) ni diago-
nalna.
Izhajamo iz enačbe (2.50):
[M ]{ẍ}+ [C]{ẋ}+ [K]{x} = {0}. (2.66)
Uporabimo nastavek za rešitev:
{x(t)} = {X}est, (2.67)
kjer je spremenljivka s kompleksno število [9]. Nastavek vstavimo v enačbo (2.50) in
dobimo:(
s2[M ] + s[C] + [K]
)
· {X} = {0}. (2.68)

















{u(t)} = {0}. (2.70)
Enačbo (2.70) še bolj kompaktno zapǐsemo:
[A]{u̇(t)}+ [B]{u(t)} = {0}. (2.71)
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Spremenljivki [A] in [B] sta realni simetrični matriki velikosti 2Nx2N . {X} je kom-
pleksni vektor velikosti Nx1.
Definiramo:
u(t) = [Ψ′]{q(t)}. (2.72)
[Ψ′] je kompleksna modalna matrika velikosti 2Nx2N . Vstavimo u(t) v enačbo (2.70),
jo z leve pomnožimo z [Ψ′]T in dobimo:
[Ψ′]T[A][Ψ′]{q̇(t)}+ [Ψ′]T[B][Ψ′]{q(t)} = {0}. (2.73)
Poenostavljeno enačbo (2.73) zapǐsemo kot:[↖ar↘] {q̇(t)}+ [↖br↘] {q(t)} = {0}. (2.74)
















= ω2r . (2.76)
Tako smo prǐsli do r-te nedušene lastne frekvence ωr. V splošnem primeru dušenega
sistema imamo kompleksne lastne vektorje. To pomeni, da imamo opravka tako z
amplitudo kot tudi s faznim kotom.
Vsiljena nihanja viskozno dušenega sistema
Tako kot pri sistemu SDOF bomo tudi v primeru sistema MDOF zanemarili transientni
del celotnega odziva in se osredotočili na odziv ustaljenega stanja. Vzamemo harmon-
sko vzbujanje z vzbujevalno silo {f(t)} = {F}eiωt [9] in zapǐsemo gibalno enačbo:
[M ]{ẍ}+ [C]{ẋ}+ [K]{x} = {f}. (2.77)
Predpostavimo odziv v obliki:
{x(t)} = {X}eωt. (2.78)
Izraz (2.78) vstavimo v enačbo (2.77) in dobimo:[
[K]− ω2[M ] + iω[C]
]




[K]− ω2[M ] + iω[C]
]−1 {F} = [α(ω)]{F}. (2.80)
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[α(ω)] je matrika receptance sistema velikosti NxN in vsebuje njegove dinamične ka-
rakteristike. Za numerične aplikacije se zgornja formulacija ne uporablja, saj je treba
izračunati inverz matrike velikosti NxN , kar bi bilo zelo časovno potratno. Pri izpeljavi
lahko uberemo drugo pot, pri čemer izraze za [α(ω)] izpeljemo na podlagi modalnih
lastnosti [9].
Uporabimo enčbo (2.71) in dodamo še vzbujevalno silo:
[A]{u̇(t)}+ [B]{u(t)} = {f ′(t)}. (2.81)







Ob upoštevanju koordinatne transformacije, definirane v enačbi (2.72), dobimo:
[A][Ψ′]{q̇(t)}+ [B][Ψ′]{q(t)} = {f ′(t)}.
Dobljeno z leve pomnožimo z [Ψ′]T in upoštevamo lastnosti ortogonalnosti. Tako sledi:
[↖ar↘] {q̇(t)}+ [↖br↘] {q(t)} = [Ψ′r]T{f ′(t)}. (2.83)














{f(t)} = {F}eiωt (2.85)
ima odziv obliko




Topološka optimizacija je matematični pristop [10] za identifikacijo optimalne poraz-
delitve materiala glede na trdnost linearne elastične strukture. Postavitev strukture v
tem kontekstu zajema informacije o topologiji, obliki in velikosti strukture.
Pri snovanju strukture ločimo različne vidike optimizacije: velikostni, oblikovni in to-
pološki. Prikazuje jih slika 2.9, kjer so prvotne rešitve prikazane na levi strani, op-
timalne rešitve pa na desni. Značilno za “velikostni”problem je iskanje optimalne
porazdelitve debeline linearno elastične plošče ali optimalne postavitve elementov v
palični strukturi. Konstrukcijska spremenljivka je debelina plošče, spremenljivka sta-
nja je na primer deformacija plošče. Domena konstruiranega modela in spremenljivka
stanja sta pri velikostni optimizaciji znani vnaprej. Naslednja je optimizacija oblike.
Njen cilj je optimalna oblika domene konstruiranega modela. Domena konstruiranega
modela je torej konstrukcijska spremenljivka. Namen topološke optimizacije je najti op-
timalno porazdelitev strukture znotraj prostora konstruiranega modela. Znane količine
so obremenitve, možne podpore in volumen konstruirane strukture. Velikost in oblika
strukture v tem primeru nista znani.
Slika 2.9: Tri kategorije optimizacije strukture: a) optimizacija velikosti, b)
optimizacija oblike in c) topološka optimizacija [10].
2.4.1 Formulacija problema in parametrizacija
Obravnavani problem je treba ustrezno parametrizirati in ga pripraviti za topološko
optimizacijo.
Snovanje minimalne voljnosti
V naslednjem odstavku bo opisano optimiranje izdelkov s porazdelitvijo izotropnega
materiala. Najbolj osnovna različica optimiranja je, da ǐsčemo minimalno voljnost oz.
maksimalno globalno togost sistema, ki ga obravnavamo. Voljnost v našem primeru
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2 Teoretične osnove
predstavlja nasprotje od togosti. Je torej lastnost materiala, da se elastično deformira,
če nanj deluje sila.
Privzemimo strojni element kot telo, ki obsega območje Ωm, ki je del večjega, refe-
renčnega območja Ω v R2 ali R3. Optimizacijski problem lahko definiramo kot problem
iskanja optimalnega togostnega tenzorja Eijkl(x), ki je spremenljiv znotraj območja Ω.
Posplošeni problem za iskanje optimalne porazdelitve materiala je predstavljen na sliki
2.10. Prikazano je mehansko telo, ki zaseda območje Ω, vpetja in obremenitve, ki
delujejo nanj.
Slika 2.10: Splošni problem za topološko optimizacijo.





























aE(u, v) = l(v), za vse v ∈ U
E ∈ Ead,
(2.89)
kjer U predstavlja prostor kinematsko dopustnih pomikov, F so sile na telo, t predsta-
vlja trenje na mejah (na robu) telesa, Γt del roba telesa, na katerem se pojavi t, E pa




Glede na to, da pri topološki optimizaciji ǐsčemo optimalno porazdelitev izotropnega
materiala Ωm v prostoru, je treba določiti, kakšna naj bo razporeditev materiala znotraj





1, čex ∈ Ωm
0, čex ∈ Ω\Ωm
}
. (2.90)
Tenzor E0ijkl predstavlja togostni tenzor za določen izotropni material. Sestavili smo
tenzor Ead, ki definira problem z diskretnimi vrednostmi 0 in 1. Ead je sestavljen iz
vseh togostnih tenzorjev, ki vsebujejo materialne lastnosti v območju Ωm. Material, ki
nam je na voljo, je omejen, kar izrazimo z naslednjo limito:∫
Ω
lΩmdΩ ≤ V, (2.91)
kjer V predstavlja volumen, ki nam je na razpolago.
Problem smo torej prevedli na diskretni vrednosti 0 in 1. Za reševanje takega problema
obstaja več pristopov. Ena izmed možnosti je velikokrat uporabljen model SIMP (ang.
Solid Isotropic Material with Penalization):
Eijkl(x) = ρ(x)
pE0ijkl, p > 1,∫
Ω
ρ(x)dΩ ≤ V ; 0 ≤ ρ(x) ≤ 1, x ∈ Ω.
(2.92)
Eijkl predstavlja materialne lastnosti danega izotropnega materiala, ρ(x) pa gostoto,
ki je konstrukcijska funkcija. Volumen strukture je
∫
Ω
ρ(x)dΩ. Togostni tenzor je torej
glede na gostoto:
Eijkl(ρ = 0) = 0, Eijkl(ρ = 1) = E
0
ijkl.
Če je v končnem modelu gostot v vseh točkah 0 ali 1, ga imenujemo “črno-beli”model.
Ponavadi pri SIMP vzamemo p > 1, da v optimalni konstrukciji nimamo vmesnih vre-
dnosti gostote, saj bi bila potem dobljena trdnost majhna v primerjavi z volumnom
materiala.
Vloga kompozitov
Prvotno so bile numerične metode za topološko optimizacijo osnovane na uporabi kom-
pozitnih materialov za popis materialnih lastnosti v prostoru. Ta pristop je imenovan
homogenizacijska metoda. Njegov razvoj je izviral iz teoretičnega študija generalizira-




Z uporabo metode SIMP pretvorimo optimalni topološki problem v “velikostni”problem
v fiksnem območju. V primerjavi z običajnimi velikostnimi problemi se pri tem pro-
blemu pojavi veliko število konstrukcijskih spremenljivk. Kljub temu da je učinkovitost
optimizacijskega procesa pomembna, moramo velikokrat zamenjati število omejitev s
številom konstrukcijskih spremenljivk.
Pogoji optimalnosti
Izpeljali bomo pogoje optimalnosti za gostoto ρ pri problemu snovanja minimalne volj-
nosti. Bistven je razvoj iterativnih metod, ki za prej izračunane oblike in pomike
nadgradijo konstrukcijsko spremenljivko v vsaki točki oz. za vsak končni element. Te
nadgraditve morajo biti neodvisne od nadgraditev v ostalih točkah, pomembnih za
potrebne pogoje optimalnosti. Spomnimo se na obliko problema minimalne voljnosti








ρ(x)dΩ ≤ V ; 0 < ρmin ≤ ρ ≤ 1.
(2.93)




Omejitve iz enačbe (2.93), z Lagrangeovimi multiplikatorji Λ, λ−(x), λ+(x), povežemo
v Lagrangeovo funkcijo za spremenljivko ρ:














Lagrangeov multiplikator za ravnotežje predstavlja u, ki pripada množici U . V enačbi
(2.95) upoštevamo naslednje: λ− ≥ 0, λ+ ≥ 0, λ−(ρmin − ρ(x)) = 0, λ+(ρ(x)− 1) = 0.
Po predpostavki 0 < ρmin ≤ ρ in ob upoštevanju potrebnih pogojev optimalnosti u = u
postane pogoj za ρ:
∂Eijkl
∂ρ
εij(u)εkl(u) = Λ + λ
+ − λ−. (2.96)
Z vmesne vrednosti gostote ρmin < ρ < 1 enačbo (2.96) zapǐsemo kot:
pρ(x)p−1E0ijklεij(u)εkl(u) = Λ. (2.97)
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Vrednost pogoja na levi strani enačbe (2.97) (gostota energije deformacij) je v tem
primeru za vse ρ v navedenem območju konstantna, in sicer Λ. Pričakujemo, da bodo
območja z visoko energijo imela majhno trdnost. Na podlagi tega je zasnovana nasle-
dnja shema za gostoto:
ρκ+1 =

max{(1− ζ)ρκ, ρmin} če ρκBηκ ≤ max{(1− ζ)ρκ,
min{(1 + ζ)ρκ, 1} če min{(1 + ζ)ρκ 1} ≤ ρκBηκ,
Bηκ ostalo
(2.98)





Polje premikov pri iteraciji κ je uκ. Lokalni optimum dosežemo, ko je Bκ = 1 za
gostote ρmin < ρ < 1. Shema, definirana z enačbami (2.98), doda material na mestih,
kjer je energija deformacij vǐsja od Λ (ko je Bκ > 1), in odstrani, kjer je energija pod
vrednostjo Λ.
Spremenljivka η je nastavljiv parameter, ζ pa limita premika. Oba parametra nad-
zorujeta spremembe za vsako iteracijo. Izbrana sta na podlagi eksperimenta tako, da
je konvergenca iteracijske sheme hitra in stabilna. Značilni vrednosti sta η = 0, 5 in
ζ = 0, 2. ρκ+1 je odvisen od trenutne vrednosti Λ, zato mora hkrati spreminjati tudi Λ.
Pomembna je ugotovitev, ki sledi iz pogoja (enačba (2.96)), da je specifična energija
deformacij konstantna v območjih z vmesno gostoto ρmin < ρ < 1. Vǐsja je v območjih
z ρ = 1 in nižja, kjer je ρ = ρmin.
Uporaba metode optimalnih kriterijev
Metoda optimalnih kriterijev za iskanje optimalne topologije strukture sestoji iz nasle-
dnjih korakov:
– priprava geometrije (referenčna domena, meje, trenja na površini idr.);
– izbira domene topološke optimizacije (določitev območij, kjer materiala ne odstra-
njujemo, in območja, kjer ga ne dodajamo);
– mreženje domene s končnimi elementi;
– izračun optimalne porazdelitve materiala po referenčni domeni s konstrukcijsko spre-
menljivko ρ;
– izračun pomikov in deformacij za dobljeno porazdelitev;
– preverba skladnosti porazdelitve (doseči moramo potrebne pogoje optimalnosti);
– izračun nadgradnje po enačbah (2.98);
– ponavljanje zanke (dokler ne pridemo do željenega rezultata).




Matematične metode popisa topološke optimizacije
Za reševanje optimizacijskih problemov se velikokrat uporabljajo algoritmi, ki so name-
njeni za programiranje, saj je računalnik zmožen obvladati veliko število spremenljivk,
podatkov, omejitev itd. Ena izmed metod je metoda MMA (ang. Method of Moving
Asimptotes), ki se je izkazala za vsestransko. Z njo je možno obvladovati raznovrstne
probleme optimizacije topologije struktur.
Prednica metode MMA je metoda “Conlin”. Obe metodi predstavljata matematična
algoritma, uporabna za topološko optimizacijo. Delujeta z zaporedjem preprostih pod-
problemov večjega optimizacijskega problema. V eni iteraciji se reši podproblem, z eno
od metod za reševanje optimizacijskih problemov, na primer metodo notranje točke.
Rešitev podproblema je baza za naslednjo iteracijo.
Aproksimacija funkcije F , ki je iz n realnih spremenljivk x (x1, x2, ..., xn), ima pri
MMA, okoli določene iteracijske točke x0, naslednjo obliko:















(x0) > 0, je ri = (Ui − x0i )2
∂F
∂xi








Ui in Li sta pozitivni števili in izvajata kontrolo znotraj območja, v katerem aproksi-
macija F generira rešitve optimizacijskega problema. Posodabljata se v vsaki iteraciji
posebej. Parametra Ui in Li sta vertikalni asimptoti za aproksimacijo F in od tod tudi
ime MMA.
Ključna pri MMA je uporaba ločljivih in konveksnih aproksimacij. Prva lastnost zago-
tovi, da se potrebni pogoji optimalnosti podproblema ne povezujejo s konstrukcijskimi
spremenljivkami, konveksnost pa pomeni, da lahko uporabljamo dualne metode. Tako
zmanǰsamo potrebno računalnǐsko moč za reševanje problemov topološke optimizacije.
Problem minimalne skladnosti lahko rešimo tako z metodo optimalnih kriterijev kot
tudi z MMA. Za preproste probleme topološke optimizacije je MMA nekoliko počasneǰsa,




Obravnavana jermenica je nameščena v pralnem stroju, kot prikazuje slika 2.11, oz.
natančneje: pritrjena je na os bobna, ki je znotraj pralne kadi. V boben naložimo perilo,
ki se z vrtenjem bobna v lugu opere. Pralna kad je na ohǐsje pritrjena z ustreznimi
vzmetmi in blažilci. Jermenica je gnana preko jermenskega gonila. Pogonsko jermenico
poganja motor, ki je ponavadi nameščen na dnu ohǐsja pralnega stroja. Na bobnu
dosedanjih pralnih strojev je nameščena jermenica s petimi lopaticami, ki je prikazana
na sliki 3.4.
Slika 2.11: Pogonski element pralnega stroja.
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3.1 Sile na jermenskem gonilu s ploščatim jermenom
Na obravnavano jermenico delujejo sile, ki se pojavijo zaradi prenosa moči preko jer-
mena. Izračun sil na jermenici je izveden po teoriji, predstavljeni v [11]. Definirajmo
znane podatke sistema:
– objemni kot jermena in jermenice (pogonska jermenica): β = 135◦;
– objemni kot jermena in jermenice (gnana jermenica): βG = 225
◦;
– koeficient trenja: µ = 1;
– silo prednapetja: FG = 100 N;
– premer jermenice: d = 295 mm;
– širino zunanjega obroča gnane jermenice: b = 23 mm.
Za prenašanje vrtilnega momenta pri jermenskem gonilu s ploščatim jermenom mora
biti izpolnjen pogoj:
F tr = FN · µ ≥ F t. (3.1)
Sila trenja na kontaktnih površinah med jermenom in jermenico Ftr mora biti večja
kot obodna sila Ft ali enaka. Obodno silo lahko izračunamo iz vrtilnega momenta
jermenice Mt:
F t = 2M t/d, (3.2)
pri čemer je d premer jermenice.
Opazujemo jermenico v delovnem ciklu, zato postopek nadaljujemo po izpeljavah, ki
veljajo pri obratovanju. Izračun obodne sile lahko izvedemo tudi na podlagi skice,
prikazane na sliki 3.1 b, ki prikazuje jermensko gonilo pri obratovanju. Jermenica
se vrti z vrtilno hitrostjo n. Poleg reakcijskih sil v jermenu F1 in F2 in normalne
sile FN se pri obratovanju gonila pojavi še obodna sila Ft, saj gonilo pri obratovanju
prenaša vrtilni moment. Posledično se poveča sila v delovni veji jermena in zmanǰsa v
jalovi. Normalna sila na kontaktni površini jermena in jermenice FN je neenakomerno
porazdeljena.
Najprej izračunamo sili F1 in F2. Razmerje med njima prikazuje naslednja enačba, ki
jo imenujemo tudi Eytelweinova enačba:
F1
F2
= eµβ = m. (3.3)
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Slika 3.1: Sile na jermenskem gonilu: a) sile pri mirovanju, b) sile pri obratovanju.
Z m torej označimo razmerje sil v delovni in jalovi veji jermena. Večja kot sta objemni
kot β in koeficient trenja µ, večje je razmerje sil. Posledično naraste tudi obodna sila
F t. V enačbo (3.3) vstavimo znane podatke in dobimo:
F1 = F2 · eµβ = 10, 55F2. (3.4)
Silo na gred oz. silo prednapetja pri obratovanju FG izračunamo na podlagi trikotnika
sil, prikazanega na sliki 3.1 b:
FG =
√
F 21 + F
2
2 − 2F1 · F2 · cos β. (3.5)




(10, 55F2)2 + F 22 − 2 · (10, 55F2) · F2 · cos β,
F2 = 8, 87 N.
(3.6)
Iz enačbe (3.4) lahko določimo silo v prvi veji jermena:
F1 = 93, 53 N.
Centrifugalna sila, ki deluje v normalni smeri jermena, pri izpeljavi Eytelweinove sile
ni upoštevana. Pri manǰsih obodnih hitrostih je ta predpostavka smiselna, ker je v
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primerjavi s silama F1 in F2 majhna in ima majhen vpliv na razmerje sil m. Pri večjih
obodnih hitrostih, določevanju sile prednapetja in določevanju napetosti v jermenu pa
jo je treba upoštevati.
Do te točke je izračun potekal na pogonski jermenici. Zanimajo nas obremenitve na
gnani jermenici, zato sili F1 in F2 preko jermena prenesemo na gnani del jermenskega
gonila, kar je prikazano na sliki 3.2. Izračun bomo izvajali glede na gnano jermenico.
Slika 3.2: Sile na gnanem delu jermenskega gonila pri obratovanju.
Zapǐsimo ravnotežje momentov okrog vrtǐsča gnane jermenice:
F1 · r − F2 · r − Ft · r = 0. (3.7)
Iz ravnotežja momentov (enačba (3.7)) sedaj izračunamo obodno silo Ft:
Ft = F1 − F2 = 84, 67 N. (3.8)
Iz pogoja, definiranega z enačbo (3.1), sedaj izračunamo silo podlage (radialno silo na





= 84, 67 N. (3.9)
Iz sile podlage izračunamo tlak p, ki deluje na jermenico. Najprej izračunamo površino,
ki jo oklepa jermen:
AJ = 2πr · b ·
βG
360





= 0, 00635 N/mm2. (3.11)
Ker jermenica oz. kad pralnega stroja pri zagonu pospešuje, bomo jermenico obremenili
tudi s trenutnim momentom. Kotni pospešek je α = 50obr/(min s) = 5, 236/s2, masa,
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ki rotira, je mr = 12 kg, radij kroženja pa je rr = 200 mm. Iskani moment izračunamo
iz II. Newtonovega zakona za rotacijo:∑
M = J · ϕ̈. (3.12)
Najprej izračunamo masni vztrajnostni moment jermenice:
J = mr · r2r = 0, 48 kg ·m2. (3.13)
Po enačbi (3.12) je moment zaradi pospeševanja naslednji:
Mr = 2, 513 Nm.
Obremenitve, ki delujejo na jermenico pri obratovanju, so zapisane v preglednici 3.1.
Shematsko so prikazane na sliki 3.3.
Preglednica 3.1: Obremenitve, ki delujejo na jermenico pri delovanju.
tangencialna sila – Ft 84,67 N
tlak (v normalni smeri) – p 6, 35 · 10−3 MPa
moment – Mr 2,513 Nm




3.2.1 Vzorci in materiali
Obstoječa jermenica
Na bobnu dosedanjih pralnih strojev obravnavanega tipa je nameščena jermenica s
petimi kraki, ki je prikazana na sliki 3.4. Izdelana je iz zlitine aluminija in silicija, ki
ji pravimo silumin.
Preglednica 3.2: Materialne lastnosti silumina.
Lastnost Vrednost
gostota – ρ 2800 kg/m3
modul elastičnosti – E 75000 MPa
Poissonovo število – ν 0,33
meja tečenja – Re 140 MPa
natezna trdnost – Rm 240 MPa
Zunanji premer kovinske jermenice znaša d = 295 mm, debelina zunanjega obroča t = 3
mm in širina b = 23 mm. Te dimenzije smo privzeli pri zasnovi polimernih jermenic.
Slika 3.4: Obstoječa jermenica iz silumina: a) jermenica v izometričnem pogledu, b)
prerez jermenice, c) prerez lopatice jermenice.
Geometrijski model obstoječe jermenice smo za uporabo pri virtualnih simulacijah
vrtenja jermenice ustrezno poenostavili:
– odstranili smo ojačitve na zunanjem obroču jermenice ter ojačitve med lopatico
jermenice in zunanjim obročem;
– konično luknjo smo spremenili v cilindrično;
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– odstranili smo moznik;
– odstranili smo material na mestih dolivkov;
– poenostavili smo obliko lopatic.
Oba modela sta prikazana na sliki 3.5.
Slika 3.5: Obravnavana jermenica: a) osnovni model, b) poenostavljeni model CAD.
Jermenice pri numeričnih simulacijah
Zaradi tendence zmanǰsevanja stroškov bomo obstoječo kovinsko jermenico zamenjali z
jermenico iz polimera. Uporabili bomo poliamid, ojačan s 65 % steklenih vlaken. Pred-
nost PA pred siluminom je manǰsa gostota, manǰsa zahtevnost obdelave po brizganju
in ceneǰsi postopki preoblikovanja.
Preglednica 3.3: Materialne lastnosti PA, ojačanega s 65 % steklenih vlaken.
Lastnost Vrednost
gostota – ρ 1700 kg/m3
modul elastičnosti – E 19000 MPa
Poissonovo število – ν 0,4
meja tečenja (pri 23 ◦C) – Re 120 MPa
natezna trdnost (pri 23 ◦C) – Rm 190 MPa
Analizo tokovnih razmer smo začeli na primeru prvih dveh oblikovnih konceptov jerme-
nic, ki sta prikazani na sliki 3.6. V tem delu smo z aerodinamičnega stalǐsča prikazali
slabosti oblike lopatice s profilom, oblikovanim kot črka H, in dobre lastnosti polne
jermenice.
Kot že omenjeno v poglavju 3.2.1, gabaritov jermenic nismo spreminjali. V prvem
konceptu jermenice smo uporabili pet krožno simetrično razporejenih lopatic s profi-
lom v obliki črke H. Debelina notranjega obroča je znašala 5 mm, širina pa 21 mm.
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Slika 3.6: a) Polna jermenica, b) jermenica z lopaticami v obliki H.
Imenovali jo bomo “H-jermenica”. Druga, “polna jermenica”, ni imela lopatic, am-
pak je bil vmesni del med zunanjim in notranjim obročem zapolnjen s 5-milimetrsko
ploščo. Dimenzije notranjega in zunanjega obroča so bile enake kot pri jermenici s
H-lopaticami.
3.2.2 Numerične simulacije jermenice
Pretok zraka pri vrtenju vetrnice
Za optimizacijo jermenice smo simulirali vrtenje jermenic in tok fluida, ki nastane
zaradi vrtenja. Numerične simulacije smo izvedli s štirimi jermenicami, predstavljenimi
v poglavju 3.2.1:
– obstoječo kovinsko (slika 3.4);
– polimerno jermenico z lopaticami v obliki črke “H”(slika 3.6);
– polimerno polno jermenico (slika 3.6);
– polimerno optimirano jermenico.
Tokovne razmere fluida smo preverili pri vrtenju jermenic prosto v zraku in ob pralni
kadi. Pralno kad smo najprej ponazorili z valjem premera 400 mm. Od jermenice je
bil oddaljen 10 mm. Da bi se bolj približali dejanskim razmeram, smo stranico valja,
poleg jermenice, oblikovali tako, da se je prilegala obliki jermenice, kar je prikazano na
sliki 3.7.
Simulacije so potekale po naslednjih korakih:
1. Izbrali smo kontrolni volumen ustrezne velikosti, 0,5 m od skrajnih točk jerme-
nice, da meje niso vplivale na simulacijo. S slike 3.8 je razvidno, da so na robovih
hitrosti zelo majhne oz. enake nič.
2. Kontrolni volumen in elemente v njem smo pomrežili in določili, da sta jermenica
in valj, ki ponazoruje pralno kad, trdni telesi, obdaja pa ju fluid (zrak). Glede
na to, da je model jermenice in kontrolni volumen trodimenzionalen, smo za
mreženje izbrali 3D tetraedrični končni element.
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Slika 3.7: Jermenica z modificiranim valjem.
3. Določili smo obratovalne pogoje:
– vrtilno (nazivno) hitrost n = 1600 obr/min1;
– temperaturo fluida (zraka), ki obdaja jermenico T = 25 ◦C;
– tlak fluida (zraka), ki obdaja jermenico p = 1 bar.
4. Začetni pogoji so bili:
– hitrost fluida v vseh smereh je 0 m/s;
– relativni tlak je 0 Pa.
5. Na osnovi danih parametrov smo izvedli simulacijo vrtenja jermenice in dobili
rezultate, ki prikazujejo tokovne razmere fluida v okolici vrteče se jermenice.
Kot je prikazano na slikah 3.8 in 3.9, kovinska jermenica sesa zrak in ga pri straneh,
skozi ozko režo poriva navzven. Na podlagi toka zraka smo sklepali, da je glavni vir
hrupa aerodinamični.
Posebej smo numerično preverili tokovne razmere z jermenicama (polno in s H-lopati-
cami), tesno ob kadi in 20 mm oddaljenima od kadi.
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Slika 3.8: Vrtenje obstoječe jermenice ob pralni kadi in tokovne razmere.




Topološka optimizacija začetnega modela
Po začetnih preizkusih, pri katerih smo spoznali problematiko tokovnih razmer, smo
začeli iskati obliko, ki bi bila pri vrtenju manj hrupna. Pomagali smo si s topološko
optimizacijo, ki smo jo izvedli s programom Abaqus.
V program smo uvozili model jermenice. Najprej smo izvedli simulacije s polno jerme-
nico in debelino srednjega dela 20 mm. Nato smo srednji del stanǰsali na 10 mm in
končno na 5 mm, kar prikazuje slika 3.10.
Slika 3.10: Jermenice z različno debelim srednjim delom: a) 20 mm, b) 10 mm in
c) 5 mm.
Geometrijsko in dimenzijsko je model opisan v poglavju 3.2.1 in prikazan na sliki 3.11.
Jermenici smo dodali materialne lastnosti poliamida s steklenimi vlakni, ki so opisane
v poglavju 3.2.1. Konzolno smo jo vpeli na notranjem obroču, kjer je v pralnem stroju
nasajena na gred. Na sliki 3.11 je vpetje prikazano z modro-oranžnimi trikotniki.
Kot smo opisali v poglavju 3.1, je obravnavana jermenica obremenjena s tlakom,
obodno silo in momentom, ki so shematsko prikazani na sliki 3.3. Izračunani tlak
p = 0, 00635 MPa na sliki 3.11 prikazujejo vijolične puščice. Z rumenimi puščicami je
prikazana obodna sila Ft = 84, 67 N. Moment, ki deluje na jermenico pri pospeševanju,
znaša 2, 513 Nm.
Nato smo model jermenice pomrežili z 10-vozlǐsčnim tetraedrom in izbrali primerno
velikost elementov. Nastaviti je bilo treba optimizacijske parametre. Odločili smo se,
da bo optimirana spremenljivka energija deformacij U , ki jo bomo zmanǰsevali. Togost
je recipročna energiji deformaciji. Sklepamo, da manǰsa, kot bo energija deformacij,
večja bo togost sistema. Določili smo tudi volumen v deležu prvotnega volumna, za
katerega želimo, da ga program odstrani.




Slika 3.11: Vpetje in obremenitve jermenice.
Po končani topološki optimizaciji smo dobljeni model uporabili za konstruiranje končne
oblike jermenice. Primerjali smo volumen polne jermenice in volumen optimirane jer-
menice.
Analiza trdnosti
Pri optimizaciji smo spremenili porazdelitev in količino materiala v jermenici, zato je
bilo treba preveriti, ali je optimirana različica trdnostno ustrezna. To smo izvedli v
programu Ansys. Model optimirane jermenice, prikazan na sliki 3.12, smo uvozili v
program, ga označili kot togo telo in ga opremili z materialnimi lastnostmi – PA s 65
% steklenih vlaken (preglednica 3.3). Kot pri vseh smo tudi pri tej analizi za mreženje
izbrali 3D tetraedrični končni element.
Nastavili smo robne pogoje, jermenico smo konzolno vpeli na gred in jo obremenili z
obremenitvami, predstavljenimi v poglavju 3.1, preglednica 3.1. Zagnali smo analizo,
katere rezultati so predstavljeni v poglavju 4. Rezultate smo primerjali z dopustno







= 60 MPa. (3.14)




Slika 3.12: Optimirana jermenica z obremenitvami.
Modalna analiza
Obravnavana optimirana jermenica se bo pri obratovanju vrtela s frekvenco do 1600
obr/min oz. 26, 67 Hz, zato je bilo sistem treba analizirati tudi z vidika strukturne
dinamike. Lastne frekvence modela smo določili s pomočjo simulacij v Ansysu. Kot
pri vseh simulacijah do sedaj smo tudi tokrat model uvozili v program in določili, da
je trdno telo. V naslednjem koraku smo ga pomrežili s 3D končnimi elementi. Za ma-
terial smo izbrali poliamid s 65 % steklenih vlaken, katerega lastnosti so predstavljene
v preglednici 3.3. Določili smo še število lastnih frekvenc, ki jih želimo izračunati.
Posebno pozornost smo namenili rotacijskim lastnim frekvencam, ki nas zanimajo, saj
se jermenica vrti na gredi, pri teh frekvencah pa se ojača nihanje v smeri vrtenja. V
prvem delu smo predpostavili prosto vpetje jermenice. V nadaljevanju smo način vpe-
tja nadgradili tako, da smo jermenico vpeli na gred. Nihanja gredi nismo dopustili.
Na koncu smo dodali še jermen. Upoštevali smo ga tako, da smo na delu, kjer jermen
obdaja jermenico, dopustili pomik v smeri osi vrtenja, v ostalih smereh pa smo ga
blokirali.
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Pretok zraka pri vrtenju vetrnice
Jermenica sesa zrak v prostoru in ga skozi režo med lopaticami in pralno kadjo poriva
navzven. Kot je bilo predstavljeno v poglavju 3, so glavni viri hrupa aerodinamični.
Turbulentnost toka in nestacionarnosti na vstopu v rotor, interakcija toka z lopaticami
rotorja, pretok zraka skozi ozko režo, interakcija s pralno kadjo so nekateri izmed
vzrokov za nastanek hrupa pri vrtenju jermenice v pralnem stroju. Numerično smo
preverili tokovne razmere pri obstoječi kovinski različici jermenice in polimernih – polni,
H-jermenici ter novi optimirani jermenici. Hitrosti zraka pri vrtenju jermenic prosto v
zraku in ob pralni kadi so zbrane v preglednici 4.1.











Hitrost zraka pri vrtenju
prosto v zraku
4–25 m/s 2–24 m/s 4–24 m/s /
Hitrost zraka pri vrtenju
ob kadi (10 mm)
3–23 m/s 2–22 m/s 4–20 m/s 1–21 m/s
Hitrost zraka pri vrtenju
ob kadi (tesno)
/ 1–12 m/s 1–9 m/s /
Hitrost zraka pri vrtenju
ob kadi (20 mm)
/ 3–22 m/s 4–20 m/s /
Najprej smo preverili tokovne razmere pri vrtenju obstoječe jermenice. Zavrteli smo jo
prosto v zraku, kar je predstavljeno na sliki 4.1. Geometrijska poenostavitev, opisana
v poglavju 3.2.1, je bila potrebna zaradi mreženja modela. Brez poenostavitve bi bila
mreža končnih elementov zelo gosta, s čimer bi podalǰsali računski čas simulacije.
Glede na tokovnice, prikazane na slikah 4.1 in 4.2, sklepamo, da je tok turbulenten, kar
se odraža v hrupu pri obratovanju jermenice. Hitrost zraka okoli jermenice se giblje
med 4 in 25 m/s, kar je razvidno s slike 4.2. Vrtenje ob pralni kadi in tokovne razmere
v tem primeru prikazujeta sliki 3.8 in 3.9. Tok je ravno tako turbulenten, še posebej
na vstopu, pred jermenico. Razvidno je, kako pralna kad usmerja tok ob svoji površini
navzven. Hitrost molekul zraka okoli jermenice je med 3 in 23 m/s.
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Slika 4.1: Tokovne razmere pri obstoječi jermenici.
Slika 4.2: Tokovne razmere v bližini vrteče se obstoječe jermenice.
Nadaljnja raziskovanja pretoka zraka so potekala z dvema različnima jermenicama,
opisanima v poglavju 3.2.1. To sta H-jermenica in polna jermenica. Na začetku smo,
kot pri obstoječi kovinski različici, simulirali vrtenje prosto v zraku. Tok pri vrtenju
obeh jermenic prosto v zraku je bil turbulenten, kar je vidno na sliki 4.3. To smo
ugotovili na podlagi tokovnic, ki so bile pri jermenici s H-lopaticami posejane neurejeno
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po celem prostoru. Pri polni jermenici so tokovnice sledile njenemu vrtenju, večinoma
na ravnini, pravokotni na os vrtenja. Pri kovinski različici so bili tokovi v primerjavi s
polno jermenico bolj, v primerjavi s H-jermenico pa manj turbulentni. Hitrost delcev
v toku v ožjem območju okoli polne jermenice se je gibala od 4 do maksimalno 24 m/s,
pri jermenici s H-lopaticami od 2 do 24 m/s, pri kovinski pa od 4 do 25 m/s.
Slika 4.3: Tokovne razmere pri jermenicah: a) H, b) polni jermenici.
Sledile so simulacije z dodanim valjem, ki je simuliral pralno kad. Simulacije so pred-
stavljene na slikah 4.4 in 4.5. Tok je bil manj turbulenten. Usmeril se je na stran, kjer
ni valja. Hitrosti molekul so se pri H in polni jermenici znižale glede na rezultate brez
valja. Hitrosti v ožjem območju, okoli polne jermenice, so se gibale od 4 do 20 m/s
(primer b na sliki 4.5), pri jermenici s H-lopaticami pa od 2 do 22 m/s (primer b na
sliki 4.4). Jermenica sesa zrak in ga skozi režo med svojim zunanjim obročem in pralno
kadjo potiska navzven, kot je predstavljeno na sliki 3.8. Zavedati se moramo, da je
prava pralna kad na zadnji strani ojačana z rebri. Lahko sklepamo, da je tok zraka
med jermenico in pralno kadjo zelo turbulenten, saj se med temi rebri in jermenico
odbija in vrtinči. S tega vidika je bolje, da jermenica čim manj zraka spusti na stran
med sebe in pralno kad.
Slika 4.4: Tokovne razmere pri H-jermenici: a) tesno ob kadi, b) 10 mm od kadi, c) 20
mm od kadi.
Ko smo jermenici pomaknili bližje modificiranemu valju, se je hitrost toka zraka zmanǰsa-
la pri polni jermenici (primer a na sliki 4.5). Gibala se je med 1 in 9 m/s. Pri
H-jermenici je bila hitrost med 1 in 12 m/s (primer a na sliki 4.4). Ko smo razdaljo
med jermenico in kadjo povečali na 20 mm, je bila hitrost pri H-jermenici med 3 in
22 m/s (primer c na sliki 4.4). Polna jermenica se je vrtela z enako hitrostjo kot na
oddaljenosti 10 mm (primer c na sliki 4.5). Ne glede na hitrosti lahko opazimo, da
se turbulentnost toka veča z oddaljenostjo jermenice od kadi. Po pričakovanjih je bil
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Slika 4.5: Tokovne razmere pri polni jermenici: a) tesno ob kadi, b) 10 mm od kadi,
c) 20 mm od kadi.
tok v vseh primerih pri jermenici s H-lopaticami najbolj turbulenten, najmanj pa pri
polni jermenici. Lopatice pri vrtenju “udarjajo”ob zrak in posledično povzročajo hrup.
Lahko sklepamo, da bolj turbulenten, kot je tok, hrupneǰse je vrtenje jermenice.
Po opravljeni topološki optimizaciji smo razmere okrog vrteče se jermenice preverili
tudi pri optimirani jermenici. Hitrost toka za optimirano jermenico, 10 mm oddaljeno
od kadi, se je gibala med 1 in 21 m/s, kar je prikazano na sliki 4.6. Turbulentnost toka
je bila večja od polne in manǰsa od H in obstoječe jermenice.
Slika 4.6: Tokovne razmere pri optimirani jermenici.
Večjega odstopanja tlaka od referenčnega, ki je 1 bar, ni bilo pri nobeni jermenici.
Pričakovali smo, da se bo vsaj v primeru polne jermenice, tesno ob kadi, pojavila
sprememba v tlaku. Izkazalo se je, da so odstopanja tlaka od referenčnega zelo majhna,
nekaj 10 Pa, kar je prikazano na sliki 4.7. Pojavljala so se v zelo ozkem območju okoli
zunanjega obroča jermenice in nimajo posebnega vpliva na tok zraka okoli vetrnice.
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Slika 4.7: Relativni tlak v okolici kovinske jermenice.
Topološka optimizacija
Kot je bilo predstavljeno v poglavju 3.2.2, smo jermenico skušali masno optimirati in
hkrati zmanǰsati tudi hrup, ki ga povzroča njeno vrtenje. Pomagali smo si s topološko
optimizacijo. Pri prvih poskusih, kjer je bil srednji del debel 20 in potem 10 mm, je
bila optimizacija zelo dolgotrajna. Tanǰsanje srednjega dela je prikazano na sliki 3.10.
Ko smo srednji del jermenice stanǰsali na 5 mm, smo dobili zamreženo obliko, ki je
prikazana na sliki 4.8.
Slika 4.8: Jermenica z zamreženim srednjim delom.
45
4 Rezultati in diskusija
Povezave med zunanjim in notranjim obročem so bile široke, raster je bil redek. Glede
na dobljeno obliko – šestkraka zvezda – smo sklepali, da algoritem krožno simetrično
plete mrežo povezav. Z luknjami, posejanimi enakomerno okoli notranjega obroča
jermenice, smo želeli usmeriti program, da bi mrežo povezav zgostil. Poskus je bil
neuspešen, rezultat je viden na sliki 4.8. Po dodani geometrijski omejitvi je bil raster
povezav gosteǰsi. Struktura se je ponavljala s kotom 22, 5◦.
Topološka optimizacija je iterativni proces. Slika 4.9 prikazuje odvzemanje materiala
po posameznih iteracijah.
Slika 4.9: Iteracije topološke optimizacije: a) 5., b) 12., c) 20. in d) 27. iteracija.
Volumen smo s topološko optimizacijo zmanǰsali z 0, 397 dm3 na 0, 313 dm3. S tem
procesom nismo določili končnega modela jermenice. Dobili smo zamreženo strukturo
z manǰso maso od polne in veliko trdnostjo. Pridobili smo informacijo, na kakšen
način oblikovati jermenico in kako se s tem spreminjajo obremenitve. S slike 4.9 je
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razvidno, da je na začetku topološke optimizacije obremenjen le del jermenice okoli
njenega notranjega obroča. Več materiala, kot smo odvzeli, bolj smo obremenjevali
tudi dele, bližje zunanjemu obroču. Dobljeni model in ugotovitve smo uporabili za
konstruiranje končne oblike jermenice.
Analiza trdnosti
Pri analizi trdnosti smo ugotovili, da se v optimiziranem modelu z debelino lopatic 5
mm pojavijo relativno majhne napetosti. Von Misesova primerjalna napetost je bila
1,92 MPa. Dobljeno napetost smo primerjali z dopustno, ki smo jo izračunali v poglavju
3.2.2 in je σdop = 60 MPa. Glede na ta rezultat smo jermenico še dodatno optimirali.
Povezave med zunanjim in notranjim obročem smo stanǰsali na 2 mm in zožali na 5
mm. Zunanji obroč je bil širok 21 mm in debel 3 mm. Notranji obroč smo kasneje
prilagodili. Bil je poln, z luknjo na sredini, oblikovano za nasaditev na gred. Model je
prikazan na sliki 4.10. Ponovno smo preverili trdnost jermenice. Primerjalna napetost
je bila 5,326 MPa. Tudi v tem primeru smo še precej pod dopustno mejo. Naprej
jermenici nismo odvzemali materiala, saj bi se v nasprotnem primeru pojavile težave
z izdelavo.
Slika 4.10: Optimirana jermenica z obremenitvami.
Ugotovili smo, da je jermenica najbolj obremenjena okoli notranjega obroča, kar je
razvidno s slik 4.9 in 4.10. Tam so napetosti vǐsje kot na zunanjem obroču. Mreža
povezav, ki se je oblikovala z iteracijami, je bila ves čas gosteǰsa ob notranjem obroču
oz. je bilo tam odvzetega manj materiala.
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Modalna analiza
Jermenica se vrti s frekvenco 26, 67 Hz. Za različna vpetja smo preverili prvih nekaj
lastnih frekvenc jermenice. Prve tri lastne frekvence pri prosto prostem vpetju so
prikazane v preglednici 4.2.





Potem ko smo jermenico vpeli, so se lastne frekvence znižale. Pri konzolnem vpetju,
simulaciji vpetja na gred, je bila 1. lastna frekvenca enaka 71,76 Hz (prikaz v preglednici
4.3).





Izkazalo se je, da je v tem primeru 1. lastna frekvenca najnižja. V tretjem poskusu
smo dodatno vpeli zunanji obroč, kot da je čezenj napet jermen. Vpeli smo namreč
še radialni pomik na mestu jermena. Pričakovali smo, da se bo 1. lastna frekvenca
še malo znižala, a je bilo ravno nasprotno. Vrednosti prvih treh lastnih frekvenc so
prikazane v preglednici 4.4.





Nihanje jermenice s 1. lastno frekvenco za omenjene tri primere je prikazano na sliki
4.11.
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Slika 4.11: Nihanje jermenice s 1. lastno frekvenco: a) pri prosto prostem, b) pri
konzolnem in c) pri konzolnem vpetju s simulacijo jermena.
Tipične lastne oblike za vse tri primere so bile nihanje zunanjega obroča, medtem ko je
bil notranji obroč pri miru. To je bila 1. lastna oblika pri prosto prostem vpetju, kar
je prikazano na sliki 4.11. Druga lastna oblika, ki se je pojavila pri vseh treh različnih
vpetjih, je še nihanje mreže povezav med notranjim in zunanjim obročem.
Ker jermenica kroži, so nas posebej zanimale lastne krožne oblike. Pri prosto prostem
vpetju so bile te zelo visoko in ni bilo nobene med prvimi stotimi. Stota je bila pri
3748,4 Hz, naprej nismo iskali. Pri konzolnem vpetju je bila 6. lastna frekvenca krožna,
in sicer pri 509,22 Hz. Prikazana je na sliki 4.12, kjer jermenica rotira v levo in desno
okoli osi, na katero je vpeta. Desno, na sliki 4.12, pri 1567 Hz, je bila krožna frekvenca
za zadnjo različico vpetja.
Slika 4.12: Nihanje jermenice s 1. lastno krožno obliko: a) konzolno vpetje, b)
konzolno vpetje s simulacijo jermena.
Izvedba modalne analize optimirane jermenice je pokazala, da se gibljemo v varnem
območju, saj je vrtenje jermenice v območju pod 1. lastno frekvenco v različnih pri-
merih vpetja. Dodatne predelave oz. dodelave v tem smislu niso bile potrebne.
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Na začetku magistrskega dela smo opisali teoretične osnove, ki smo jih morali usvojiti
za uspešno razumevanje zastavljenega problema. Pravilno smo domnevali, da je glavni
vir hrupa pri vrtenju jermenice aerodinamičnega izvora. Nadaljevali smo po naslednjih
korakih:
1. Modelirali smo tok fluida (zraka) ob vrteči se jermenici. Ugotovili smo, da se z
oddaljenostjo jermenice od pralne kadi turbulentnost in hitrost toka povečujeta.
2. Pokazali smo, da je v aerodinamičnem smislu najbolǰsa jermenica s polnim telesom.
Tega smo se držali pri oblikovanju in optimiranju jermenice.
3. Določili smo obremenitve, ki delujejo na jermenico: tangencialno silo – Ft = 84, 67 N,
tlak (v normalni smeri) – p = 6, 35 · 10−3 MPa in moment – Mr = 2, 513 Nm.
4. S topološko optimizacijo smo določili obliko jermenice, ki je lažja in tǐsja od ob-
stoječe. Masa obstoječe je 0, 39 kg, masa optimirane pa 0, 22 kg. Ker smo jermenico
optimirali po principu odvzemanja mase, je bila potrebna tudi analiza trdnosti, pri
kateri smo pokazali ustreznost razvitega koncepta jermenice s trdnostnega stalǐsča.
Primerjalna napetost pri optimirani jermenici je bila 5,326 MPa, kar je pod dopustno
napetostjo 60 MPa.
5. Jermenica se v pralnem stroju vrti s frekvenco 26, 67 Hz. Z modalno analizo smo
ugotovili, da je to v območju pod 1. lastno frekvenco. Pri prosto prostem vpetju je bila
1. lastna frekvenca 157, 42 Hz, konzolnem vpetju na gred 71, 76 Hz in konzolnem vpetju
s simulacijo jermena 198, 41 Hz. Na podlagi tega sklepamo, da pri obratovanju ne bo
prǐslo do resonančnih pojavov, ki bi lahko vplivali na povečanje hrupa ali obremenitev.
V sklopu magistrskega dela smo zasnovali polimerno jermenico z optimirano obliko in
njen model numerično analizirali. Pokazali smo, da je razviti koncept z vidika mase in
hrupa ustrezneǰsi od obstoječih kovinskih jermenic, in tako dosegli zastavljeni cilj.
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Predlogi za nadaljnje delo
Naslednji korak pri razvoju koncepta polimerne jermenice predstavlja eksperiment. V
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gonila. Maribor: Fakulteta za strojnǐstvo, 2007. ISBN 86-435-0612-5.
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